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Abgabe am 19. 6. 2000 vor der Vorlesung
76. Diffusionsgleichung

Die zeitliche Entwicklung eines Skalarfeldes f(r,t), das der Diffusionsgleichung
(0 — DA)(¥,t) = 0 geniigt, ist formal durch f(7,t) = etP2f(¥,0) gegeben, wobei t > 0.

(&) Welche Gleichung fur (k1) resultiert aus dieser formalen Losung durch Fouriertransfor-
mation beztglich v'?

(b) Wenn Sie die erhaltene Beziehung zuriicktransformieren und im Resultat F(E,O) wieder
durch  f(r,0) ausdriicken, erhalten Sie eine Gleichung der Gestalt
f(¥,t) = [d3r'K(F —7',t) f(¥',0). Berechnen Sie den Kern K( — 7',t). Tipp: In kar-
tesischen Koordinaten faktorisiert das k-Integral in ein Produkt von drei GauRR-Integralen.

(c) Skizzieren Sie die Verteilung f(7, t) fir den Anfangswert f(v',0) = 6(+ — @). 4)

77. Abgeschirmtes Coulomb Potential

Eine positive Punktladung g wird in einem unendlich ausgedehnten Metall am Ursprung hinzuge-
fagt: pp, = qd(7). Dadurch verschieben sich die Elektronen des Metalls gegen die Atomrimpfe,
so dass zusatzlich eine ortsabhédngige Ladungsdichte p. entsteht, die das Potential ¢ veran-
dert: —A¢ = 4n(p. + pp). Die Ladungsdichte p. stellt sich dabei ihrerseits so ein, dass sie
proportional zum Potential ist: 47p. = —A?¢. Welche selbstkonsistente Gleichung ergibt sich
fur das Potential? Losen Sie diese durch Fouriertransformation. Fuhren Sie in dem resultie-
renden k-Integral die Winkelintegrationen durch und verwenden Sie anschlief3end die Identitat

J-go dx x sin(bx) _ %sign(b)e*‘“b‘. (4)

a?+x?
Zur Interpretation: Die zusatzliche Ladung kann man sich aus dem Unendlichen kommend denken.

78. LoOsung einer Differentialgleichung mit Fouriertransformation

Ein Teilchen bewege sich unter dem Einfluss des Potentials V(x) = —%)\sz (Skizze!). Zusatzlich
wirke in dem Zeitraum 0 < t < 1 eine konstante auf3ere Kraft f auf das Teilchen ein. Damit nimmt
die Bewegungsgleichung die Form X — A?x = F(t) an, wobei

<t<
F(t){f 0<t<T,
0 sonst.

(a) Geben Sie die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung an.

(b) Eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung soll mit Hilfe der Greensfunk-
tion G(t), die sich als LOsung von G — A2G = §(t) berechnet, konstruiert werden. Welche
Gleichung erhalten Sie fiir G (w) durch Fouriertransformation der Differentialgleichung fur

G(t)? Fuhren Sie die Rucktransformation unter Benutzung von [ dk% = Ze-lax]
durch. Eine spezielle Lésung x;(t) erhalten nun Sie gemanR x;(t) = jfzz dt’ G(t—t/)F(t').

Durch welche Randbedingungen x¢(t — £oo) ist diese Losung ausgezeichnet? Skizze!

(c) Finden Sie die konkrete L6sung mit x(0) = —xo und x(0) = 0, indem Sie diese Anfangs-
bedingungen in die allgemeine Losung einarbeiten. Welchem Schicksal geht das Teilchen
fir t — oo entgegen und welche Kraft f ist mindestens aufzuwenden, um das Teilchen tber
den Berg zu stoRen? 4)



